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摘　 要：提出了一种改进稀疏表征的两步法实现欠定模型下动态谐波阻抗矩阵的估计。首先测量关注母线节点的
谐波电压值，基于稀疏域二维最小偏差角判断谐波阻抗矩阵的变化时刻，进而估计动态变化的谐波阻抗矩阵并获
得实时的谐波源数目。通过ＭＡＴＬＡＢ仿真软件进行ＩＥＥＥ－１４节点系统的仿真验证，验证改进稀疏表征的两步算
法估计谐波阻抗的精确性和合理性。
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０　 引言
随着电力系统的发展，大量非线性负荷并入电

网，导致谐波污染问题日益严重，如何准确定位谐
波源及对谐波责任进行准确划分亟待解决。谐波
源定位成为谐波污染责任划分的前提，也是当前国
内外研究的热点和难点［１－３］。在谐波源定位过程
中，电网的运行方式在不断改变，同时存在一些必
要的开关操作，导致电力系统中谐波源信号和谐波
阻抗矩阵处于实时波动的状态，从而使得独立分量
分析独立分量分析（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ，
ＩＣＡ）算法难以实现［４－６］。目前，欠定情形下的谐波
源定位是一个更符合实际情况的问题［７］，要求在谐
波电压的量测个数少于谐波源信号个数的情况下
进行谐波阻抗矩阵的估计。

文中谐波阻抗矩阵的估计主要采用基于稀疏
表征的两步法。但电力系统中当前时刻存在谐波
源信号，在下一时刻可能不存在于电网中；或者说
当前时刻不存在谐波源信号，在下一时刻可能将突
然存在于电网中。此外，环境对电力系统也存在一
定影响，所以基于上述情况下的欠定谐波阻抗矩阵
估计，常规的两步法已经不能对谐波阻抗矩阵的变
化时刻做出准确的判断和估计［８］，准确地实现谐波
源定位也比较困难。因此，本文对基于欠定模型下
动态谐波阻抗矩阵的估计进行了研究和探讨。首
先采用稀疏域二维最小偏差角估计谐波阻抗矩阵
变化时刻，然后采用重构观测信号采样点搜索方法
估计谐波阻抗矩阵和谐波源动态数目，最后对比验

证本文方法实现欠定模型下谐波阻抗矩阵变化时
谐波阻抗矩阵估计的准确性和合理性。
１　 稀疏信号的特征及表示

将电力系统中谐波阻抗的估计问题抽象为盲
源分离问题［９］，在不确定源信号和传输通道的条件
下，假设Ｉ＝ ［ｉ１，ｉ２，···，ｉｎ］Ｔ 是Ｎ维相互独立的谐
波电流源信号，Ｕ ＝ ［ｕ１，ｕ２，···，ｕｍ］Ｔ是Ｍ维关注
母线的谐波电压的量测值信号，Ｚ表示ｍ×ｎ阶的未
知阻抗矩阵（ｍ ＜ ｎ，即混合矩阵）。其数学模型表
示为：

Ｕ＝ＺＩ （１）
欠定模型下的位于公共连接点（ｐｏｉｎｔ ｏｆ

ｃｏｍｍｏｎ ｃｏｕｐｌｉｎｇ，ＰＣＣ）节点上的谐波源数量与谐波
阻抗矩阵的估计是以信号具有一定的稀疏性为前
提的［１０］。稀疏信号在多数时刻信号的取值为０，则
两个稀疏的谐波源信号几乎不可能同时出现幅值
较大的情况，即多数时间段最多仅有一个谐波源信
号取值占优。式（１）可以展开表示为：
ｕ１（ｔ）
ｕ２（ｔ）

ｕｎ（ｔ）
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ｚ１１
ｚ２１

ｚｍ１















ｉ１（ｔ）＋
ｚ１２
ｚ２２

ｚｍ２















ｉ２（ｔ）＋…＋
ｚ１ｎ
ｚ２ｎ

ｚｍｎ















ｉｎ（ｔ）

（２）
若在ｔ＝ ｔ０时刻，源信号ｓｉ（ｔ０）取值占优，其余电

流源信号的电流可近似为０，此时，式（２）可近似为：
ｕ１（ｔ０）
ｕ２（ｔ０）

ｕｎ（ｔ０）
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ｚ１１
ｚ２１

ｚｍ１















ｉｊ（ｔ０）

２３



ｕ１（ｔ０）
ｚ１ｊ

＝
ｕ２（ｔ０）
ｚ２ｊ

＝…＝ ｕｎ（ｔ０）
ｚｎｊ

＝ ｉｊ（ｔ０） （３）
由式（３）可知，谐波注入电流与量测的谐波电

压和动态谐波阻抗矩阵有关。而在估计各节点的
谐波注入电流时谐波阻抗矩阵处于随时波动的状
态［１１］，所以首先必须估计出动态变化的谐波阻抗矩
阵的变化时刻和变化后的谐波阻抗矩阵。
２　 动态谐波阻抗矩阵的判断与估计
２．１　 动态变化的谐波阻抗矩阵的判断

估计谐波阻抗矩阵最关键的一步是检测其变
化时刻［１２］。设在ｔ ＝ ０，１，…，Ｔ１ －１，Ｔ１时刻，阻抗矩
阵为Ａ，在ｔ＝Ｔ１ ＋１，Ｔ１ ＋２，…，Ｔ２ －１，Ｔ２时刻，阻抗矩
阵变为Ｂ。其中Ａ、Ｂ分别是ｍ×ｐ１阶和ｍ×ｐ２阶未知
阻抗矩阵，ｐ１，ｐ２分别为ｔ ＝ ０，１，…，Ｔ１ －１，Ｔ１时刻和ｔ
＝Ｔ１＋１，Ｔ１ ＋２，…，Ｔ２时刻的谐波源个数，且ｐ１，ｐ２ ＞
ｍ。ｕ（ｔ）＝ ［ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ），…，ｕｍ（ｔ）］Ｔ 是ＰＣＣ节点
上ｍ个节点的谐波电压量测量。对于ｔ＝ ０，１，…，Ｔ１
－１，Ｔ１时刻，稀疏域中的混合模型可表示为：

ｕ
～（ｋ）＝ Ａｉ～（ｋ）　 ｋ＝ １，２，… （４）

假定谐波电流源信号ｉ ｊ（ｋ）取值占优的采样点
为ｋ ＝ ｈｊ １，ｈｊ ２，…，ｈｊｐｊ ，谐波源个数ｐ＞２，有两个母线
节点的谐波电压量测量，即ｍ＝ ２。采样点处的谐波
电压信号量ｕ～ ｒｊ，ｒ表示谐波电压量测量编号，ｒ ＝ １，２
可表达为：

ｕ
～
１ｊ ＝［Ａ１ｊ ｉｊ（ｈｊ１），Ａ１ｊ ｉｊ（ｈｊ２），…，Ａ１ｊ ｉｊ（ｈｊｐｊ）］＝
　 　 Ａ１ｊ［ｉｊ（ｈｊ１），ｉｊ（ｈｊ２），…，ｉｊ（ｈｊｐｊ）］　 ①
ｕ
～
２ｊ ＝［Ａ２ｊ ｉｊ（ｈｊ１），Ａ２ｊ ｉｊ（ｈｊ２），…，Ａ２ｊ ｉｊ（ｈｊｐｊ）］＝
　 　 Ａ２ｊ［ｉｊ（ｈｊ１），ｉｊ（ｈｊ２），…，ｉｊ（ｈｊｐｊ）］　 ②













（５）

对式（５）的各分量做②式除以①式的变换［１３］，
再取反正切变换后得：

ａｒｃｔａｎ
ｕ
～
２ｊ

ｕ
～
１ｊ

( ) ＝ ａｒｃｔａｎ Ａ２ｊＡ１ｊ( )，ａｒｃｔａｎ Ａ２ｊＡ１ｊ( )，…，ａｒｃｔａｎ Ａ２ｊＡ１ｊ( )[ ]
（６）

在二维平面内［１４］，可认为在ｋ ＝ ｈｊ１，ｈｊ２，．．．，ｈｊｐｊ
处，谐波电压量测值的方向角相等或近似相等，谐
波电压的量测值与阻抗矩阵Ａ的第ｊ列的方向角相
等或近似相等。所以ｔ＝ ０，１，…，Ｔ１－１，Ｔ１时刻，阻抗
矩阵Ａ没有发生改变，在Ａ的某一列向量中均能找
寻到与谐波电压的量测信号稀疏域采样点ｋ ＝ ｈｊ１，
ｈｊ２，…，ｈｊｐｊ具有相等或近似相等的二维方向角。但
在ｔ＝Ｔ１＋１，Ｔ１ ＋２，…，Ｔ２ －１，Ｔ２时刻，阻抗矩阵变为
Ｂ，在Ａ的任一列向量中均不能找寻到与谐波电压

的量测信号稀疏域采样点ｋ ＝ ｈｊ １，ｈｊ ２，…，ｈｊｐｊ具有相
等的二维方向角。将上述两个时间段合并，即在ｔ ＝
０，Ｔ１，…，Ｔ２时刻对两个电压量测信号ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ）
均进行分帧处理，设帧数为Ｍ［１５］。将分帧后的电压
量测信号变换到稀疏域后记为ｕ～ １ｉ（ｋ），ｕ～ ２ｉ（ｋ），ｉ ＝ １，
２，…，Ｍ。Ｍ表示二维观测信号的分帧数；ｋ ＝ １，２，
…，Ｎ表示每帧观测信号稀疏域的采样点个数。为
方便处理，把ｕ～ １ｉ（ｋ），ｕ～ ２ｉ（ｋ）中各个采样点二维方向
角整合到上半个平面，整理之后的表达式为：

αｉ（ｋ）＝

ａｒｃｔａｎ
ｕ
～
２ｉ（ｋ）
ｕ
～
１ｉ（ｋ）[ ] ＋πａｒｃｔａｎ ｕ

～
２ｉ（ｋ）
ｕ
～
１ｉ（ｋ）[ ]≥０

　 　 　 　 且ｕ～ １ｉ（ｋ）≠０

ａｒｃｔａｎ
ｕ
～
２ｉ（ｋ）
ｕ
～
１ｉ（ｋ）[ ] ＋πａｒｃｔａｎ ｕ

～
２ｉ（ｋ）
ｕ
～
１ｉ（ｋ）[ ] ＜０

　 　 　 　 且ｕ～ １ｉ（ｋ）≠０
π
２
　 　 　 且ｕ～ １ｉ（ｋ）＝ ０





















（７）
定义初始混合矩阵各列矢量的二维方向角为

α０（ｊ）（ｊ＝ １，２，…，ｎ）：

α０（ｊ）＝

ａｒｃｔａｎ
Ａ２ｊ
Ａ１ｊ[ ] ＋ πａｒｃｔａｎ Ａ２ｊＡ１ｊ[ ] ≥ ０

　 　 　 　 且Ａ１ｊ ≠ ０
ａｒｃｔａｎ

Ａ２ｊ
Ａ１ｊ[ ] ＋ πａｒｃｔａｎ Ａ２ｊＡ１ｊ[ ] ＜ ０

　 　 　 　 且Ａ１ｊ ≠ ０
π
２
　 　 　 且Ａ１ｊ ＝ ０

















（８）

由式（６）可知，对ｉ ＝ １，２，…，Ｍ的每帧信号的
二维观测信号，其在稀疏域采样点中必有一些与初
始混合矩阵Ａ的某一列向量具有相同或相近的二
维方向角。二维稀疏域最小偏差角可表示为：

δ（ｋ）＝ ｍｉｎ αｉ（ｋ）－ α０（ｊ） （９）
在ｉ＝ １，２，…，Ｍ的Ｍ帧观测信号中，设定ａ，ｂ

两个阈值［１５］，ａ阈值用来判断第ｉ帧观测信号的最
小偏差角是否超过ａ，且超出该阈值的采样点标记
ｎｕｍ（ｉ）；ｂ阈值用来判断超出ａ阈值的采样点ｎｕｍ
（ｉ）占第ｉ帧所有采样点数的百分比是否超过ｂ。若
判断连续稳定出现超过ａ的ｎｕｍ（ｉ）所占比例超过
ｂ值，则认为谐波阻抗矩阵发生波动。
２．２　 动态变化的谐波阻抗矩阵的估计

判断了谐波阻抗矩阵的动态变化时刻后，在阻
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抗矩阵波动前后通过量测不同时刻的母线节点的
谐波电压对不同时间段的阻抗矩阵进行估计。以ｔ
＝ ０，１，…，Ｔ１－１，Ｔ１时间段为例，阻抗矩阵Ａ没有发
生改变，由（５）得：

ｕ
～
１ｊ

ｕ
～
１ｊ

＝［１，１，…，１］

ｕ
～
２ｊ

ｕ
～
１ｊ

＝［Ａ２ｊ
Ａ１ｊ
，Ａ２ｊ
Ａ１ｊ
，…，Ａ２ｊ

Ａ１ｊ
］













（１０）

并将各采样点处电压的均值标记为ｕ ＝［ｕ１，
ｕ２］，则可将式（１０）整理得：

Ａ１ｊ
ｕ１ｊ
ｕ１ｊ
＝ Ａ１ｊ

Ａ１ｊ
ｕ２ｊ
ｕ１ｊ
＝ Ａ２ｊ
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Ａ１ｊ
ｕ２ｊ
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ｕ１ｊ
ｕ１ｊ
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（１１）
式（１０）将量测谐波电压量［ｕ～ １，ｕ～ ２］转换为重构

量测量ｕ１ｊ
ｕ１ｊ
，ｕ２ｊ
ｕ１ｊ[ ]

Ｔ

。显然，第一个重构量测量恒定为
１，在散点图中表示为一条平行于横坐标，数值为１
的直线［１８］。第二个重构量测量在散点图中的图像
估计需要将所有采样值分成Ｅ个区间，搜索Ｅ个区
间中同一区间具有重合或相近的一些点，将这些点
汇聚到散点图中也近似的表示一条平行于横坐标，
数值为某个值的直线。对两个重构量测量所在的
直线上的采样点求均值，代入式（１０）可以估计出阻
抗矩阵的第ｊ列，依次类推便可以估计得到整个阻
抗矩阵。如果在某个时刻谐波阻抗发生了改变，对
于波动后的谐波阻抗矩阵的估计，通过该时刻以后
的母线节点谐波电压的量测值重新进行估计。

在欠定模型下的谐波源定位，需要知道谐波源
的数目。针对谐波源数目动态变化的情况，由于谐
波源数目与谐波阻抗矩阵的列数相同，为随时波动
的变量，采用上述方法估计出某一时刻谐波阻抗矩
阵的列数便可以得到动态变化的谐波源数目。
３　 欠定模型下动态谐波阻抗矩阵估计步骤

（１）选取适当的处理域。将谐波电压的量测信
号变换到该处理域中，目的是使得谐波电压的观测
信号尽可能的稀疏化。

（２）判断谐波阻抗矩阵是否发生变化。如果没
有发生变化，跳转至步骤（３）；若谐波阻抗发生变
化，使用２．１节的方法判断阻抗发生变化的时刻Ｔ１，

跳转至步骤（３）。
（３）采用２．２节的方法对谐波阻抗矩阵及谐波

源个数进行估计。
４　 仿真实验分析
４．１　 仿真模型的建立

实验仿真使用ＭＡＴＬＡＢ ８．１编程，在图１所示
系统上进行测试分析，在持续２ ｓ的时间内对动态
谐波阻抗进行估计。谐波电流源设置在节点５，１０，
１４，使谐波源在电气与地理中均相隔较远，其中设置
节点５的谐波源在１～２ ｓ内消失。初步选取两个谐
波电压的量测节点，关注节点５和１０，两个谐波电
压的量测节点观测的谐波电压的波形如图２。在欠
定模型下对谐波阻抗矩阵的变化时刻进行估计。
全部的仿真过程在一台处理器主频为２．３３ ＧＨｚ，内
存为２．００ ＧＢ的ＨＰ计算机上进行。

图１　 ＩＥＥＥ－１４节点仿真系统
Ｆｉｇ．１　 ＩＥＥＥ－１４ ｎｏｄｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

图２　 谐波电压的量测节点观测的混合信号的波形
Ｆｉｇ．２　 Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｍｉｘｅｄ ｓｉｇｎａｌ ｏｆ

ｈａｒｍｏｎｉｃ ｖｏｌｔａｇｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｄｅ

４．２　 谐波阻抗估计过程
假设在ＩＥＥＥ－１４系统中同时注入非线性负荷，

其数据来源于Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ ＩＳＯ［１７］。信号持续的时间
为２ ｓ，采样频率为１０００ Ｈｚ，取阈值ｂ＝ ５０％，分析各
帧谐波电压的量测信号的最小偏差角超出一定角
度的ｎｕｍ（ｉ）在该帧所有采样点中所占比例的变化

４３



曲线如图３所示。其中第十帧以后的信号均超过了
阈值ｂ，前十帧信号的ｎｕｍ（ｉ）都稳定的小于阈值ｂ。
故可分析得０ ～ １ ｓ的时间波阻抗矩阵没有发生变
化，１～２ ｓ的时间谐波阻抗矩阵发生了变化。

图３　 各帧观测信号的ｎｕｍ（ｉ）百分比变化曲线
Ｆｉｇ．３　 Ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｎｕｍ（ｉ）ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｏｆ

ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｓｉｇｎａｌｓ ｉｎ ｅａｃｈ ｆｒａｍｅ

对１～２ ｓ已经发生变化的阻抗矩阵进行估计，
设定搜索子区间Ｑ ＝ １００。对变化后的某一列阻抗
矩阵进行估计，如图４所示。图４（ａ）表示谐波电压
量测值的全部重构采样点组合的散点图；图４（ｂ）表
示Ｑ ＝ １００的所有子区间内分布的采样点个数；图４
（ｃ）表示在重构谐波电压量测信号对区间重新进行
分割搜索后采样点的散点图。结合图４（ｃ）的采样
数据和公式（１１）即能估计出某一列谐波阻抗矩阵，
最后再估计变化后的谐波阻抗矩阵。

图４　 混合矩阵某一列的估计过程
Ｆｉｇ．４　 Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ａ ｍｉｘｅｄ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｌｕｍｎ

４．３　 谐波阻抗的估计结果对比分析
截取谐波阻抗矩阵０ ～ ２ ｓ的幅值变化曲线，对

比分析实际值、基于稀疏表示的两步算法和基于本
文算法估计得到ＩＥＥＥ－１４节点系统中节点５、节点
１０、节点１４的谐波阻抗幅值，其分布情况如图５
所示。

图５　 谐波阻抗的幅值估计
Ｆｉｇ．５　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｉｍｐｅｄａｎｃｅ

各节点由上至下的３个波形分别为实际谐波阻
抗幅值波形，稀疏表示法估计的谐波阻抗幅值波形
和本文算法估计的谐波阻抗幅值波形。采用稀疏
表示算法的估计值和本文算法估计得到的谐波阻
抗与实际谐波阻抗之间存在误差，但本文算法估计
得到的谐波阻抗更接近实际值。图５（ａ）中，在０～１
ｓ时，稀疏表示法还可以大致估计谐波幅值的变化
趋势，但在１～２ ｓ时，实际谐波阻抗幅值变化较小，
比较稳定，稀疏表示法完全失真，而本文算法仍能
够准确估计谐波阻抗矩阵，同时节点５的谐波阻抗
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幅值在１ ～ ２ ｓ的变化验证了该谐波源在该时段
消失。

为了进一步确定本文算法和稀疏表示算法估
计的谐波阻抗与实际值之间的误差，表１给出了图
５中谐波阻抗幅值的仿真结果，表中的相似系数是
描述估计谐波阻抗矩阵和实际谐波阻抗矩阵相似
性的参数，定义为：

ξｉｊ ＝ ξ（ｓ^ｉ，ｓｊ）＝ ∑
Ｔ

ｋ ＝ １
ｓ^ｉ（ｋ）ｓｊ（ｋ） ／ ∑

Ｔ

ｋ ＝ １
ｓ^ｉ
２（ｋ）ｓｊ ２（ｋ槡 ）

　 　 　 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ （１２）
式（１２）中，ｓ^ｉ，ｓｊ分别表示各谐波阻抗的估计值

和实际值。当ξｉｊ ＝ １时，为谐波阻抗估计的理想
情况。

表１　 谐波阻抗估计的相似系数
Ｔａｂ．１　 Ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｉｃ

ｉｍｐｅｄａｎｃｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

方法 节点５ 节点１０ 节点１４
０～１ ｓ １～２ ｓ ０～１ ｓ １～２ ｓ ０～１ ｓ １～２ ｓ

运行
时间／ ｓ

本文
方法 ０．９８１ ０．９９５ ０．８９２ ０．８２３ ０．９７８ ０．９９８ ０．４１０

稀疏
表示法０．９７６ ０．０００ ０．８９０ ０．００９ ０．９６５ ０．４３２ ３９．２１９

　 　 通过表１的相似系数可以看出，从估计精度上
比较，在０～１ ｓ时，稀疏表示法和本文算法都能以较
高的估计精度估计出谐波阻抗矩阵，本文方法对于
节点５、节点１４的谐波阻抗矩阵估计精度略高一
些；对节点１０的估计精度较低一些。在１ ～ ２ ｓ时，
本文方法仍能以较高的估计精度估计谐波阻抗矩
阵，而稀疏表示法估计失败。因此，使用常规的稀
疏表示算法是不能适应信源及信道动态变化情况
的。从估计速度上比较，本文方法的估计速度约是
基于稀疏表示算法的９５倍。如果只考虑在混合矩
阵未发生变化的０～ １ ｓ时段混合谐波阻抗的估计，
稀疏表示法虽然能估计出谐波阻抗矩阵，但速度也
不及本文方法。在同等仿真环境下，只对０ ～ １ｓ时
段混合谐波阻抗的估计仿真表明，稀疏表示法的估
计速度是２０．３７０ ｓ，本文方法的估计速度是０．３０４ ｓ。
总之，在本文方法中，由稀疏域中观测信号的一些
采样点，可以在判断谐波阻抗矩阵是否发生变化的
同时，对动态变化的谐波阻抗矩阵完成估计并获得
动态源信号的数目；而稀疏表示法没有对动态变化
的混合矩阵采取判断和估计，只是对原观测信号直
接进行估计，因此估计失败。
５　 结语

针对欠定模型下电力系统中谐波源信号时而

出现时而消失，时变谐波源的数量导致谐波阻抗动
态变化的问题，本文提出改进稀疏表征的两步算法
估计谐波阻抗。该方法应用到工程实际中的前提
是确保每一个待估计的谐波源信号具有稀疏性。
该方法的优点是克服了时变谐波源数量对谐波阻
抗的影响，可以判断谐波阻抗变化的时刻及精确估
计谐波阻抗矩阵。通过ＭＡＴＬＡＢ仿真软件进行
ＩＥＥＥ－１４节点系统的仿真验证，结果表明，在欠定
模型下改进稀疏表征的两步算法估计谐波阻抗具
有精确性和合理性，并且在信号的采样点处无需优
化，因此本文所提方法比稀疏表示法估计速度快了
十多倍。通过本文方法为谐波源定位奠定了基础，
比如谐波源定位设备的选型、安装位置等，具有广
阔的应用前景。
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